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Resumo

O conceito de construtividade é muito discutido no campo da fundamentagao e da filosofia
da matemadtica. Entretanto, ndo ha consenso sobre sua defini¢gao. Este trabalho se propoe a
definir e analisar abordagens desse conceito no contexto da matemadtica classica e intuicio-
nista. Para tanto, apresentamos duas abordagens, a tradicional e a de producao relativa de
conjuntos, e¢ as analisamos nos contextos da teoria de conjuntos classica ZFC e das teorias

de conjuntos intuicionistas 1ZF e CZF.

Argumentamos que a abordagem tradicional, definida com base no uso comum do termo cons-
trutividade no contexto da pratica matematica, ndo ¢ adequada para teorias de conjuntos
classicas devido a sua instabilidade por equivaléncia logica. Dito de outra forma, sentencas
construtivas seriam equivalentes a sentencas nao construtivas. Ja para teorias de conjuntos in-
tuicionistas, que se propoem a ser construtivas, argumentamos que a abordagem também néo

¢ adequada devido ao fato de conterem teoremas nao construtivos segundo essa abordagem.

Ja a abordagem de producao relativa de conjuntos possui estabilidade por equivaléncia légica
e se mostra adequada para discutir a construtividade de sentengas. Entretanto, sua defini¢ao
somente se aplica a teoria de conjuntos classica ZFC. Finalizamos o trabalho com a proposta
de uma adaptacio da abordagem de producao relativa de conjuntos que possa ser aplicada a

teorias nao classicas, chamada de abordagem de modelos minimais.

Palavras-chaves: Teoria dos conjuntos; Construtividade; Intuicionismo.
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Abstract

The concept of constructiveness is often debated in the fields of foundations and philosophy
of Mathematics. This work is an attempt to define and analyze different approaches to this
concept in the context of classical and intuitionistic Mathematics. To do so, we present two
approaches, the traditional and the relative production of sets, and we analyze them in the

context of the classical set theory ZFC and the intuitionistic set theories IZF and CZF.

We argue that the traditional approach, defined based on the common use of the term con-
structiveness in the context of mathematical practice, is not appropriate to classical theories
due to its instability by logical equivalence. In other words, constructive sentences are equiv-
alent to non-constructive ones. For intuitionistic theories, which aim to be constructive, we
argue that the approach is also not appropriate due to the fact that these theories contain

non-constructive sentences according to this approach.

The relative production of sets approach does have stability by logical equivalence and it is
adequate to discuss the constructiveness of sentences. However, its definition is only applicable
to the classical set theory ZFC. We finalize this work with a proposal of an adaptation to the
relative production of sets approach that makes it applicable to intuitionistic set theories,

namely the minimal models approach.

Keywords: Set theory; Constructiveness; Intuitionism.
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1 Introducao

O conceito de construtividade tem um importante papel na historia da filosofia da
matematica. Apesar de a matemadtica contemporanea fazer extensivo uso de raciocinios ditos
‘ndo construtivos’, uma permanente preocupagao com quais hipoteses em provas matemati-
cas sdo ou nao ‘construtivas’ é ainda muito presente. E essa ndo é uma preocupagao nova. A
construcio explicita dos objetos matemaéticos foi uma preocupacio recorrente no desenvolvi-
mento da matematica, seja em relagao aos niimeros imaginarios ou provas que dependiam do
infinito atual, (SILVA, 2007, p. 143).

Na segunda metade do século XIX, David Hilbert usou um raciocinio nao construtivo
para resolver o problema de Gordan '. Esse é um dos primeiros exemplos em que esse tipo
de raciocinio foi conscientemente usado para resolver um importante problema em aberto.
Em resposta a Hilbert, porém, Gordan teria respondido “Das ist nicht Mathematik. Das
ist Theologie.” (Isso ndo é matematica. Isso é teologia.), (PERDRY, 2004). E notavel que a
rejeicao de provas nao construtivas nao sobreviveu por muito tempo — afinal, um importante
poder expressivo para as teorias matematicas resulta da inclusao desse tipo de demonstracao.
Mesmo assim, a construtividade nao perdeu importancia. A inclusdo ou nao de axiomas na
teoria de conjuntos ainda hoje é discutida em termos de construtividade; podemos dizer, para
esse efeito, que parte significativa das motivagoes para se rejeitar o axioma da escolha ainda

seja a percepc¢ao de que este seria nao construtivo.

Em outra direcio, a rejeicao dos raciocinios nao construtivos se institucionalizou em
uma corrente matematico-filosofica alternativa. Apesar de tradicionalmente haver uma rejei-
¢a0 a raciocinios ndo construtivos, muito da prépria matemaética praticada no século XIX ja
poderia ser considerada nao construtiva. E nessa dire¢do que Brouwer, (BROUWER, 1999),
propoe reconstruir a matemadtica a partir de bases puramente construtivas, a matematica
intuicionista. Entretanto, se pretendemos avaliar a construtividade em sentengas (como o
axioma da escolha), ainda que nao rejeitemos a nao construtividade em geral, precisamos de
um critério robusto para o que conta como construtivo em uma teoria que nao seja comple-

tamente construtiva. E esse tipo de defini¢do que pretendemos avaliar nessa dissertagao.

Analisaremos, portanto, algumas abordagens para a construtividade em teorias mate-

1O problema de Gordan lida com as solu¢oes para invariantes de sistemas de formas polinomiais. Gordan

demonstrou de modo construtivo que sistemas de formas com duas varidveis possuem base finita que gera
todos os seus invariantes comuns. Hilbert generaliza o resultado mostrando que sistemas de formas de
grau maior também possuem solugoes de base finita. Porém, o método que ele usou é nao construtivo e
prova a existéncia das bases finitas sem exibir quais sdo essas bases. (LEWIS, 1994, p. 43-54)
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maticas. Discutiremos a abordagem ‘tradicional’ (CT), tomando como bases a 16gica cldssica,
como definido em (FREIRE, 2019, p. 16), e a l6gica intuicionista, como definido em (PRIEST,
2008) nos capitulos 6 e 20. A abordagem tradicional ndao possui uma fonte padrao. Isto é, ndo
conhecemos um artigo ou livro que faga um tratamento sistemdtico do que se entende por
abordagem tradicional para o conceito de construtividade. Apesar disso, tornaremos preciso
o que se quer dizer por abordagem tradicional a partir de algumas referéncias que menci-
onam o conceito (LEVY, 2002) e a partir de algumas discussdes presentes na plataforma
Mathoverflow (FREIRE, 2018; HAMKINS, 2013; FREIRE, 2020).

Em seguida, exploraremos a abordagem proposta por Freire em On Ezistence in Set
Theory (FREIRE, 2012). Chamaremos a abordagem proposta por Freire de ‘producao relativa
de conjuntos’ (PRC). O nosso objetivo serd comparar essas abordagens em detalhes. Apesar
de Freire demonstrar alguns problemas na abordagem tradicional para a construtividade, ele
nao menciona aquilo que obteriamos com a mudanca da légica base para uma intuicionista.
Nesse sentido, essa dissertacao ampliara a discussao iniciada por Freire, incluindo variagoes

para a base logica.

Concluiremos a dissertacdo com uma proposta de expansao da definicdo PRC para
l6gicas intuicionistas. Notadamente, espera-se que uma logica intuicionista nao adicione nao
construtividade a uma teoria. Contudo, ainda pode ser o caso que certos axiomas de uma
teoria intuicionista sejam nao construtivos, mesmo que eles ndo tornem a teoria classica. Por
exemplo, pode ser o caso que a teoria de conjuntos construtiva CZF (CROSILLA, 2020) seja
construtiva, enquanto a teoria de conjuntos intuicionista IZF (que expande CZF) nao o seja.
Ainda assim, IZF nio é uma teoria cldssica, uma vez que o terceiro excluido nao pode ser
demonstrado a partir de seus axiomas. E em vista desse fenémeno que uma proposta de uma
adaptacio de PRC pode auxiliar no entendimento da construtividade em teorias de base

l6gica intuicionista.

Nas proximas se¢oes desta introducao, faremos uma revisao das bases técnicas a serem

desenvolvidas nesta dissertagao.

1.1 Teoria de conjuntos classica

Quando falamos de teoria de conjuntos classica neste trabalho, nos referimos a logica
de primeira ordem e a teoria de conjuntos ZFC. Escolhemos esse sistema por ser o mais usual
para a fundamentacdo da matematica e assumimos que a matematica classica, que inclui
analise, dlgebra, geometria e demais areas, pode ser reduzida a teoria de conjuntos classica.
Usaremos como base as defini¢oes usadas em (FREIRE, 2019, p. 16) e (JECH, 2006).
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O sistema de légica de primeira ordem classica tem os axiomas e regras elencados a

seguir:

Definigao 1.1 Aziomas e regras da légica de primeira ordem (A, B e C férmulas bem for-

madas):

1. =AV A(azioma do terceiro excluido)

2. AF BV A (regra da expansio)

3. AV A+ A (regra da contragio)

4. AV (BVC)F (AV B)VC (regra da associatividade)
5. AV B,~AVCF BV C (regra do corte)

6. Ag[t] = FzA (azioma da substituicio légica)

7. A— Bt JzA — B, x nao livre em B (regra da introducao do existencial)
Definimos também a teoria de conjuntos base no sistema Zermelo-Fraenkel (ZF):

Definicao 1.2 Aziomas de ZF:

1. VaVy[Vz(z € x <> z € y) — © = y| (extensionalidade)

2. VaVydNw(w € z <> w =2 Vw =y) (par)

3. VoIyVz[z € y > Fw(w € x A z € w)] (unido)

4. Jz[0 € z AVy(y € 2 — (yU{y}) € z)| (infinito)

5. VoIyVz(z € y <> z € x A p(2)) onde y ndo € livre em ¢(z) (separagio)

6. VaIyVz(z € y <> Yw(w € z — w € x)) (conjunto das partes)

7. Ya(Vzlyp(z,y, u) — YwIoVr(r € v <> Is(s € w A @y a(s,7,0)))) (substituicao)

8. Vz[z #0 — Jy € z(x Ny = 0)] (fundagdo)
Separamos o axioma da escolha da axiomatiza¢io base para a teoria de conjuntos.

Definicao 1.3 Azioma da escolha, AC:
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Ve(D ¢ z — 3f(f:z— Uz AVw € z(f(w) € w)))
Definicao 1.4 Os axiomas de ZFC sdo os axiomas de ZF e AC.

Nao existem classes em ZF, mas elas podem nos ajudar a nos expressar de maneira

concisa.

Definicao 1.5 Quando nos referimos a uma classe A no contexto de ZF, queremos dizer

que existe uma férmula * com uma varidvel livre z tal que © € A < pA(x).

Além disso, sejam A e B duas classes. A = B se, e somente se, Vz(p?(z) < ¢B(x)).

Exemplo 1.6 Utilizando classes, podemos expressar o axioma da substitui¢io da seguinte
forma: se uma classe F' é uma funcdo, entdo para qualquer X existe um conjunto Y =
F(X)={F(z):z € X}.

1.2 Teoria de conjuntos intuicionista

O intuicionismo, antes de ser uma vertente da logica, é uma vertente da filosofia da
matematica. O seu primeiro expoente, Brouwer, (como também outros intuicionistas) rejei-
tava a propria ideia de sistemas axiomaticos (POSY, 1974; BERKSON, 1978; BROUWER,
1927). Apesar disso, os sistemas intuicionistas sdo amplamente discutidos — ainda que alguns

de seus autores vejam com suspeita as suas proprias formalizagoes.

Nao existe um consenso para a axiomatizagao padrao do intuicionismo, isto é, existem
diversos sistemas nao necessariamente equivalentes que formalizam o intuicionismo. Dentre
eles, destacamos os sistemas LJ, H-IQC, H-IQCE e N-IQC. Neste trabalho, escolhemos a
formalizagao para logica intuicionista H-IQC e a teoria de conjuntos intuicionista IZF por
serem as mais proximas da logica cldssica e teoria de conjuntos classica descritas anterior-
mente, i.e., dentre as formaliza¢oes comumente utilizadas, elas sdo as mais fortes. Também
utilizaremos a teoria de conjuntos construtiva CZF, uma teoria mais fraca que IZF, por ser
também bastante estudada. Nesta secao, utilizamos as defini¢oes de (TROELSTRA, 1973) e
(CROSILLA, 2020).

Defini¢ao 1.7 Aziomas e regras da logica intuicionista H-IQC (A, B e C formulas bem

formadas):

1. A,A— Bt B (modus ponens)
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2.

3.

4.

10.

11.

13.

14.

15.

axiomas de ZF modificados para que o axioma do terceiro excluido ndo seja teorema.

C — A(z) F C — VzA(z) se x nao ocorre livre em C (introdugio do V)
A(z) = C F JzA(x) — C se x ndo ocorre livre em C (introdugdo do 3)
A— (B— A)

(A= B) > (A= (B—=0C)) > (A—=0))

A— (B— (AADB))

(ANB) — A

(ANB) — B

A — (AV B)

B — (BV A)

A=C)=(B=C)—=((AVvB)—=0)

. (A= B) = ((A— —B) = ~A)

-A— (A— B)
VzA(z) — A(t)

A(t) = FzA(z)

11

A teoria IZF é uma adaptacio de ZF para a légica intuicionista H-IQC. Ela possui os

Definicao 1.8 Axiomas de IZF:

. VaVy[Vz(z € z +» z € y) = x = y| (extensionalidade)

VaVydVw(w € z <> w =z Vw = y) (par)

VzIyWVz[z € y > Jw(w € z A z € w)| (unido)

. JaVy—(y € x) (conjunto vazio)

Jz[ € z AVy(y € x — suc(y) € )] (infinito)
VadzVy(y € x <> y € a A p(y)) onde x ndo € livre em @(y) (separagio)

VeIyVz(z € y <> Vw(w € z — w € x)) (conjunto das partes)
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8. Val[Vz € adyp(z,y) — Ib(Vz € ady € bp(x,y) para todas formulas p(x,y) onde b ndo

é livre em @(z,y) (colegao)

9. Ya(Vy € ap(y) — ¢(a)) = Yap(a) para toda formula p(a) (e-indugio)

A teoria IZF pode ser entendida como um enfraquecimento da teoria ZF, isto ¢, a
colecao de teoremas de ZF contém a colecao de teoremas de IZF. Os axiomas da substituicao
e fundacao sao trocados, respectivamente, pelos axiomas da cole¢ao e da e-inducdo. Além
disso, o axioma do vazio é introduzido pela limitacdo da logica intuicionista em definir o
conjunto vazio utilizando o axioma da separacdo. Esse tltimo fato mostra que, apesar de
muitos axiomas serem formulados com a mesma estrutura sintatica, os teoremas derivados

sao diferentes devido ao contexto légico que estao inseridos.

Para demonstrar que IZF é um enfraquecimento de ZF, basta demonstrar que os
axiomas de IZF que nao estdo contidos em ZF sao teoremas de ZF e que algum teorema de

ZF nao ¢é teorema de IZF.
Lema 1.9 O azxioma da colegio é teorema de ZF.

Prova. Uma fungao f é compativel com R(A) se Dom(f) € A e zRf(z). Entdo B =
U{f|f é compativel com R(A)}. Pelos axiomas da separagio e conjunto das partes definimos
A* = {x € P(A)|FyVz(z € © — (zRy))}. Seja uma fungao f : A* + V tal que f(z) =
{b de rank minimo |Vz € x(zRb)}. Essa defini¢ao é valida devido ao axioma da fundagao
(truque de Scott). Pelo axioma da substitui¢io, f[A*] é conjunto. Seja B = {J f[A*]. O

Lema 1.10 O azioma da e-indugdo é teorema de ZF.

Prova. Sejam a e b conjuntos quaisquer. Utilizando o axioma do conjunto das partes e o
axioma da separagao, temos ¢ = {{e}|e € b}. Seja u um conjunto qualquer e ¢ uma férmula
terndria tal que Vz € a3y € bp(z,y,u). Entao temos que Vz € ady € bp(z,y,u) AVy € bz €
ap(z,y,u). O

Uma formulacao alternativa da teoria de conjuntos para a logica intuicionista é a

teoria de conjuntos construtiva CZF.

Definicao 1.11 A teoria de conjuntos construtiva CZF é composta pelos mesmos axiomas
de IZF, porém, os azxiomas da separacdo, colecio e conjunto das partes sao substituidos,

respectivamente, por separa¢io restrita, coleciao forte e colecao do conjunto das partes.
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Essa teoria estda preocupada ndo somente com o principio do terceiro excluido, mas
também com um outro principio construtivo, a predicatividade. Sua defini¢ao pode ser en-
contrada em (CROSILLA, 2020).

A seméntica escolhida para a logica intuicionista é a seméntica de Kripke. Utilizaremos
essa semantica em algumas provas sobre o sistema intuicionista descrito acima. Tomamos a
defini¢ao de (PRIEST, 2008, p. 422).

Definicao 1.12 A semdntica de Kripke para logicas intuicionistas com quantificadores con-

siste em uma quddrupla da forma (D, W, R,v), onde:

e D representa o dominio;

.

W uma classe de mundos, onde cada mundo w é um modelo cldssico;
e R C W? uma relacdo reflexiva e transitiva de mundos;

e v uma valoragdo de cada férmula fechada da linguagem no conjunto {0,1}.
Para todo mundo w e w' em W, se wRw', entdo:

e vy(P) C vy (P), para qualquer predicado P;

e D,C D! ondeD, éa restricio do dominio D para um mundo w.

w?

Para valoragio v, temos:

e Uy(Pay...an) =1 se (vy(ar), ..., vu(a,)) € vy(P), caso contririo é 0;

e Uu(AAB) =1 sev,(A) =1 ewv,(B) =1, caso contrdrio é 0;

e U,(AV B) =1 sev,(A) =1 ouv,(B) =1; caso contririo é 0;

e vy(mA) =1 se para todo w' tal que wRw', vl (A) = 0; caso contrario é 0;

e v,(A = B) =1 se para todo w' tal que wRw', ou vl,(A) = 0 ou v),(B) = 1, caso

contrdrio é 0;

e v,(3xA) =1 se, para algum d € D, v,(Az(kq)) = 1, caso contririo é 0;

/
w?

e v, (VzA) =1 se, para cada w' tal que wRwW' e para todo d € D), v, (Az(kq)) = 1, caso

contrdrio é 0.
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Nesse caso, temos as seguintes nocgoes de satisfagdo para um modelo intuicionista

M = (D, W, R, v):

w F; p(a) se, e somente se, v,(p(a)) =1 (1.1)

M F; p(a) se, e somente se, para todo w € W, w F ¢(a) (1.2)

A seguir, mostraremos alguns resultados conhecidos sobre a semantica de Kripke para

logicas intuicionistas que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Lema 1.13 Se M ¢é um modelo na semantica intuicionista e M possui um unico mundo w,

entao:
M E; ¢ se, e somente se, w F; ¢

Prova. M é um modelo de Kripke, entao:
M E; ¢ se, e somente se, para todo w € M,w F; ¢

Como M tem somente um mundo, isso é equivalente a

M E; ¢ se, e somente se, w F; ¢

Corolario 1.14 FExiste uma interpretacio de ZF com um sé mundo que satisfaz IZF.

Prova. Seja M um modelo de ZF. Como M satisfaz ZF, ele satisfaz todos os axiomas de
IZF exceto os axiomas da colecao forte e da e-indugao. Esses dois axiomas sao validos em ZF
de acordo com os lemas 1.9 e 1.10. Portanto, M é uma interpretacdo de um mundo s6 para
IZF. O

Lema 1.15 Se M = IZF entdo todos os mundos de M contém () e w.
Prova. Como M F IZF entdao M F 3xVy—(y € z). Entédo, para todo w € M, v,,(3xVy—(y €

z)) = 1. Portanto, existe d € D,, tal que v,,(3zVy—(y € z)) = 1. Logo d =0 e d € D,, para

todo w em M. Prova similar para o axioma do infinito. O
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Os principais resultados da teoria de modelos serdao utilizados ao longo deste tra-
balho sem referéncia. Entretanto, gostariamos de ressaltar dois teoremas essenciais para o
entendimento do capitulo 5: o teorema colapso de Mostowski e o teorema da interpretacao.
As defini¢oes podem ser encontradas em (JECH, 2006, p. 69) e (SHOENFIELD, 1967, p.
62). Uma andlise detalhada do conceito de interpreta¢ao pode ser encontrada em (FREIRE;
FREIRE, 2019; FREIRE, 2019) e uma interpretagdo modelo-tedrica para interpretagoes é
explorada em (FREIRE; HAMKINS, 2020).

Definicao 1.16 Uma relagio R é bem fundada em uma classe A se, e somente se, para
todo x C A, existe um a € x tal que para todo yRa, y ¢ x. Esse a é chamado de elemento

R-minimal.

Definicao 1.17 Uma rela¢io R é pequena a esquerda em uma classe A se, e somenlte se,

para todo x € A, {y|lyRxz} é wm conjunto.

Teorema 1.18 Seja R uma rela¢ao bem fundada e pequena d esquerda e @ € uma propriedade
qualquer. Se;

1. todo R-minimal a ¢ tal que p(a) e

2. para todo y, se Vx (xRy — ¢(x)), entdo ¢(y),
entio Vro(z).

Prova. Suponha W = {z|-¢(z)} nido vazio. Como R é bem fundada, existe um a R-minimal
em W, i.e., p(a). Suponha um bRa qualquer. Entdao b ¢ W e, portanto, vale ¢(b). De modo
geral, para todo zRa temos (). Assim, pela condi¢iao 2, ¢(a). Absurdo. O

Definicao 1.19 Seja R uma relagio bindria em uma classe A. Para cada x € A, a extensdo
de x em A é definida como: exta(x) = {z € A|z € z}.

Uma relagao bem fundada R é extensional em uma classe A se, e somente se, exta(x) #

exta(y) para quaisquer dois elementos distintos x ey de A.

Definicao 1.20 Seja R uma relagdo bem fundada, pequena d esquerda e extensional em uma

classe A. Um colapso é uma fungao recursiva definida por: n(z) = {n(y)|yRz}.
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Teorema 1.21 (do colapso de Mostowski) Seja R uma relagio bem fundada, pequena d es-
querda e extensional em uma classe A. Entdo existe uma classe B tal que < A, R >=< B,€>

e esse isomorfismo € inico.

Resumo da Prova. Prova feita definindo o isomorfismo por indu¢ao na relacao bem fundada
R. Detalhes em (JECH, 2006, p. 69). O

Definicao 1.22 Sejam L e L' linguagens de primeira ordem. Uma interpretacio I de L em

L' consiste de:

1. um simbolo de predicado undrio Uy de L', chamado de universo de I;
2. para cada simbolo de func¢io n-dria f de L, um simbolo de func¢io n-dria f; de L';

3. para cada simbolo de predicado n-drio p de L, um simbolo de predicado n-drio py de L'.
Uma interpretagcao de L em uma teoria T' é uma interpretag¢io I de L em L(T") tal que:

1. I preserva a estrutura booleana das formulas interpretadas, i.e., a interpreta¢io de uma
negagdo € a negagdo da interpretacio e a interpreta¢io de conjungoes é a conjungdo de

interpretacoes;
2. b AU

8. b Uy — ... = Uz, — U frxy...x, para cada f n-daria em L.

Uma interpretagio de uma teoria T em uma teoria T' é uma interpretagio I de L(T) em T’
tal que - AT para todo azioma nao légico A de T, sendo A' a interpretagio de A em I.

Teorema 1.23 (da interpretagio) Se I é uma interpretagio de T em T, entdo a interpre-

tagdao dos teoremas de T sdo teoremas de T".

Resumo da Prova. Prova feita por indu¢do na complexidade das formulas. Detalhes em
(SHOENFIELD, 1967, p. 47). O

A partir das defini¢oes elencadas nessa introdugao, comecamos a andlise das aborda-

gens que definem o conceito de construtividade. Dividiremos a andlise nas seguintes etapas:
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(i) Apresentagio das abordagens da construtividade; (ii) Andlise das abordagens; (iii) Rela-

¢oes entre as abordagens; (iv) Proposta de uma abordagem de produgéio relativa de conjuntos

para logica intuicionista.
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2 Abordagens da construtividade matematica

Neste capitulo, apresentaremos duas das principais abordagens da construtividade na
matematica: a abordagem tradicional (CT) e a abordagem de produgao relativa de conjuntos
(PRC). A primeira abordagem possui uma defini¢do de construtividade que independe da
l6gica utilizada, de modo que é possivel utiliza-la tanto para a logica classica quanto para a

l6gica intuicionista. Por outro lado, a segunda é especifica para ZFC.

2.1 Abordagem tradicional

Um objeto de um modelo é caracterizavel unicamente se existe uma propriedade que
é satisfeita no modelo somente por esse objeto. Na abordagem tradicional, uma propriedade
¢ dita construtiva ndo apenas se existe um objeto que possua certas propriedades, mas sim
quando é possivel caracterizar esse objeto unicamente. Fraenkel, Bar-Hillel e Lévy comentam
em seu livro Foundations of Set Theory (FRAENKEL YEHOSHUA BAR-HILLEL, 1973, p.
68) que os termos efetividade e definibilidade sao bastante utilizados no meio matematico

para descrever o mesmo conceito. Segundo os autores:

To give proper weight to a definition, no matter whether within mathematics and
logic or without, the existence of objects (at least one object) satisfying the defini-
tion should be shown. Normally this is done by providing a particular object that
satisfies the definition, i.e., by giving an effective example. Not always need the
exzample be given in a constructive way; its formation may make use of a non-
predicative procedure or be based upon joining an existential proof which shows
that there are objects satisfying the definition, to a demonstration that no more
than one such object can exist. One may maintain that also in this way an effective

example was given.

Com base no paragrafo acima, podemos definir a construtividade de sentengas em
uma teoria. Observe que os autores chamam de exemplo efetivo uma prova da existéncia e
unicidade de um objeto satisfazendo uma propriedade. Essa propriedade pode ser satisfeita
por outros objetos, mas o fato de podermos fixar um tnico objeto como exemplo garante a

construtividade da propriedade.

18
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Definigao 2.1 Seja uma logica qualquer s, uma teoria T e uma propriedade P(x) com so-

mente uma variavel livre x tal que:
T+, 2P (z)

A sentenga xP(zx) é dita nao construtiva em T sequndo a abordagem tradicional se,

e somente se, ndo existe uma propriedade Q(x) com somente uma varidvel livre x, tal que:
Tty AzP(z) A Q(x)
Um enunciado é construtivo quando nao € o caso que é ndo construtivo.

Dizemos que existe um método de construcdo para um objeto se ele satisfaz alguma

propriedade construtiva. Essa é a contraparte modelo-tedrica da defini¢ao acima.

Definicao 2.2 Dada uma linguagem L, um modelo M e um objeto p € M, p é construtivo
em relagio a L e a M se existe uma sentenga Ixd(x) construtiva em L tal que p é o inico

objeto de M que satisfaz ¢.

2.1.1 Abordagem tradicional e teoria de conjuntos classica

Nesta secao, analisaremos a construtividade segundo a abordagem tradicional na teo-
ria de conjuntos classica. Mais especificamente, verificaremos propriedades desse conceito no

ambito da légica de primeira ordem e da teoria de conjuntos ZFC.

O axioma da extensionalidade define a igualdade de conjuntos a partir de seus ele-
mentos. Portanto, ao falarmos de um tnico conjunto que satisfaz um enunciado, estamos
indiretamente nos referindo a esse axioma, pois precisamos dele para garantir que esse con-

junto é tnico. Os lemas a seguir deixarao mais claros a defini¢ao e seu uso.

Lema 2.3 O axioma do conjunto vazio é construtivo sequndo a abordagem tradicional em

ZF.

Prova. O axioma do conjunto vazio é uma sentenca existencial JzVy—(y € z), sendo que
P ¢ Vy-(y € ). Seja Q igual a Vy—(y € z) e suponha, por absurdo, que nao ¢ o caso que
xP(xz) AQ(x). Assim, devemos ter mais de um objeto que satisfaz P(z) A Q(x). Chamemos
esses objetos de a e b, com a # b. Pelo axioma da extensionalidade, deve existir um elemento
que pertence a a que nao pertence a b, ou um elemento que pertence a b ¢ ndo pertence a a.

No primeiro caso temos —P(a) e, no segundo, =P (b). Absurdo, logo 3'zP(z) A Q(x). O
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O axioma do conjunto vazio define unicamente o objeto "conjunto vazio". Vale notar
que nao foi necessario referenciar uma propriedade @) adicional, o proprio axioma ja carac-
teriza unicamente o conjunto. Dito de outra forma, a propriedade do axioma ja nos da o

exemplo efetivo do objeto que ele afirma existir.

Agora considere a seguinte propriedade: dados dois conjuntos a e b, existe um conjunto
que contém todos os elementos de a e todos os elementos de b. Note que existem diversos
conjuntos que satisfazem essa propriedade, inclusive podem existir conjuntos para os quais
nao existem métodos de construgdo e que, ainda assim, satisfazem essa propriedade. Porém,
a abordagem tradicional nao julga as propriedades a partir desse critério. Basta que nesse
caso seja produzido um elemento para o qual se tenha um método de construcao que satisfaga
a propriedade. No caso da propriedade proposta, nés sabemos trivialmente que o conjunto
¢ = aUb satisfaz a propriedade. Ele nao é o tinico, pois qualquer conjunto que contenha pelo
menos os elementos de ¢ satisfaz essa propriedade. Entretanto, ele ¢ um conjunto que satisfaz

a caracterizacao e isso é suficiente para que a propriedade seja construtiva.

O axioma do infinito é outro exemplo de um enunciado construtivo que nao define um
objeto unicamente. Esse axioma afirma a existéncia de um conjunto indutivo que contém o
conjunto vazio e o fecho transitivo de sucessores. Mas sabemos que ZFC prova a existéncia
de diversos conjuntos indutivos.

Dessa forma, fica evidente que sera necessario definir uma propriedade () para provar a
sua construtividade. Precisamos de uma propriedade @) que selecione, dentre todos os objetos
infinitos, um objeto especifico. Se tomarmos como esse objeto o conjunto w, podemos utilizar

a sua defini¢do: ele é o menor conjunto indutivo.
Lema 2.4 O azioma do infinito é construtivo sequndo a abordagem tradicional em ZF.

Prova. Seja P a propriedade de ser indutivo:
Pw): =0 ewAVy(y € w— (yU{y}) € w)).

O axioma do infinito é uma sentenca existencial e afirma a existéncia de conjuntos

indutivos: 3xP(z). Seja @ a propriedade de estar contido em todos os conjuntos indutivos:
Q(z) = P(z) ANVw(P(w) — = C w).

Sabemos, pela defini¢ao de w, que P(w)AQ(w). Seja um outro conjunto a tal que P(a)AQ(a).
De Q(a), concluimos que a C w. De Q(w), concluimos que w C a. Logo, a = w. Portanto,

Az P(z) A Q(z). O
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A estratégia de se tomar um menor elemento é um padrao importante para obter
exemplos efetivos. Na presenca do axioma da escolha, ela pode ser utilizada de forma geral.
Entretanto, veremos que esse axioma nao é construtivo e, portanto, nao pode ser utilizado
no contexto de andalise de construtividade. Em alguns desses casos, podemos substituir o uso

desse axioma pelo truque de Scott, que, por sua vez, depende do axioma da fundacao.

Ainda sobre a demonstragao anterior, vale notar que nao é consenso considerar que
o axioma do infinito é construtivo. No intuicionismo como vertente filoséfica, todo infinito
deveria ser tomado como infinito potencial e o infinito atual é tido como nao construtivo.
Porém, segundo a definicdo da abordagem tradicional de construtividade em ZFC, ele é

construtivo.

Para sentencas em que o existencial depende de um universal, podemos pensar em uma
analise de construtividade relativa. Essas sao sentencas da forma Vz3yy. Fixando o universal
x, podemos analisar a construtividade de y em relacio a esse x, em outras palavras, se para

cada x existe um tnico y.
Lema 2.5 O azioma da unido é construtivo seqgundo a abordagem tradicional em ZF.

Prova. O axioma da unido é da seguinte forma:
VoIyVz(z € y > Jw(z € w Aw € ).
Tomando um conjunto z qualquer e definindo p(2) como Jw(z € w A w € z), temos:
V(2 € y ¢ ¢(2))

Digamos que a é tal que Vz(z € a <> ¢(z)). Suponha que b satisfaca a mesma férmula.
Entdo, se ¢ € a, entdo vale ¢(c). Logo, ¢ € b. Analogamente, ¢ € b, concluimos que ¢ € a.

Portanto, a = b, pelo axioma da extensionalidade. O

Por fim, vamos falar do axioma da escolha. Pode-se dizer que para conjuntos nao
triviais existe uma gama de conjuntos escolha. Ou, pensando de um outro modo, um conjunto
que possua uma boa ordem possui uma variedade de boas ordens que sao simples permutagoes
de uma ordem ja dada. Isso quer dizer que axiomas como a boa ordem ou a escolha nao

determinam unicamente os conjuntos que sao satisfeitos unicamente.

Isso, porém, ndao é o que hia de mais grave. Ainda que se admita que exista um
conjunto escolha e uma boa ordem, pode ndo ser possivel encontrar uma propriedade que

determine unicamente algum conjunto que satisfaca essa propriedade, i.e., pode ndo existir
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uma propriedade @ tal que a teoria prova 3'z(AC) A Q(z). Demonstragdes negativas como
essa, em geral, sao mais complexas. No capitulo 3, demonstraremos que o axioma da escolha
nao tem essa propriedade e, além disso, mostraremos que o axioma da fundagao também nao

tem.

Apesar da naturalidade da defini¢ao de construtividade da abordagem tradicional, ve-
remos no capitulo 3 que ela apresenta problemas tanto na teoria de conjuntos classica quanto
na légica classica. Demonstraremos que sentencas nao construtivas podem ser derivadas de
sentencas construtivas e que sentencas equivalentes na teoria podem ter valor de constru-
tividade distintas. Chamaremos essas caracteristicas de, respectivamente, instabilidade por

deducao e instabilidade por equivaléncia logica.

2.1.2 Abordagem tradicional e teoria de conjuntos intuicionista

A defini¢ao de construtividade tradicional possui consequéncias interessantes no con-
texto da matemaética e logica intuicionistas. A l6gica intuicionista rejeita o principio do ter-
ceiro excluido e, como vimos na introduc¢ao, o sistema que utilizaremos neste trabalho é o
H-IQC. Ele é um enfraquecimento da légica de primeira ordem classica de forma que o axioma

do terceiro excluido nao é teorema.
Definicao 2.6 Azioma do terceiro excluido: ¢ V —p para qualquer formula bem formada .

A remocao desse axioma garante a esse sistema duas propriedades bastante estudadas

nesse tipo de légica: a propriedade da disjuncao e a propriedade da existéncia.

Definicao 2.7 Dizemos que um sistema T possui a propriedade da disjungdo se para qualquer

teorema da forma @ V 1 entdo ou @ € teorema ou 1 € teorema.

Definicao 2.8 Dizemos que um sistema T possui a propriedade da existéncia se para qual-

quer teorema da forma Jxp(z) entao podemos demonstrar que ¢(t) para algum termo t.

Repare que a segunda propriedade se aproxima bastante da defini¢cao de construtivi-
dade tradicional: se um sistema possui a propriedade da existéncia entao a formula ) sempre
existe: z = t. Além disso, se uma teoria é construtiva segundo a abordagem tradicional,

podemos estendé-la com constantes de forma que ela tenha propriedade da existéncia.

Concluimos que todos os teoremas de um sistema que possua a propriedade da exis-

téncia sao construtivos. Esse é o caso para H-IQC, o que sera demonstrado no capitulo 3.
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Uma das ideias do intuicionismo ¢ aproximar uma sentenca existencial a producao
de um termo. Isso significa que o intuicionista assume dentro da prépria légica um aspecto
fundamental da nogéo tradicional de construtividade. Isso é natural. A critica intuicionista da
légica classica diz respeito a negagao de objetos ndo construtivos. Ou, com outras palavras,

que existéncia é dada pela capacidade de construcao.

As propriedades citadas sdo vilidas irrestritamente para teorias intuicionistas sem
axiomas ndo légicos. Isso, porém, nao ¢ valido, como veremos no capitulo 3, para teorias
intuicionistas em geral. Esse fato pode ser compreendido através da ideia de que alguns

axiomas podem carregar nao construtividade.

Teorias baseadas na logica intuicionista sao adaptadas para que o terceiro excluido
nao seja um teorema. Como vimos na introducao, tanto CZF quanto IZF sdo adaptagoes
de ZF para a légica intuicionista. Entretanto, veremos que ambas teorias nao possuem a

propriedade da disjun¢dao nem a propriedade da existéncia.

Para o intuicionista, portanto, ¢ mais natural dizer que, se alguma propriedade é nao
construtiva em uma teoria, entao a teoria possui axiomas nao construtivos. Dizemos que um
sistema com essa carateristica possui estabilidade por deducéo. E evidente que se um sistema
possui estabilidade por dedugao, também possui estabilidade por equivaléncia légica. Dessa
forma, o intuicionismo resolve, pelo menos parcialmente, como veremos nos capitulos a seguir,

os problemas da construtividade na teoria de conjuntos cldssica apontados anteriormente.

Por fim, essa solu¢ao pode ser vista como radical pois a modificacao da logica tem
consequéncia em todas as teorias matematicas fundadas nela. Veremos a seguir que uma outra
abordagem pode ser tomada: no lugar de modificar a légica, podemos modificar a definigao

de construtividade.

2.2 Abordagem de producio relativa de conjuntos (PRC)

Chamaremos de abordagem de producao relativa de conjuntos (PRC) a abordagem
descrita por Rodrigo Freire no seu trabalho On Existence in Set Theory, (FREIRE, 2012).
Freire desenvolveu essa abordagem com o intuito de corrigir problemas da abordagem tra-
dicional sem modificar a légica e teoria de conjuntos cldssicas. Para tanto, ele modifica a

defini¢ao de construtividade da seguinte maneira:

Definigao 2.9 Seja A um enunciado na linguagem de ZFC. Seja L(x) o universo dos cons-
trutivos criado a partir de um conjunto x e seu fecho transitivo. O enunciado A é dito

construtivo, seqgundo a abordagem PRC, se, ¢ somente se, ZFC - Yr A,
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A primeira vista, a definicdo pode parecer pouco genérica, pois define a construtivi-
dade em ZFC a partir de uma pluralidade de universos. Entretanto, ela faz exatamente o que

se propoe: cria um critério estavel de construtividade para a teoria de conjuntos classica.

A seguir, vamos analisar a relagdo dessa definicio com a hierarquia de férmulas,

também chamada de hierarquia de Lévy, em referéncia ao seu criador Azriel Lévy.

Defini¢ao 2.10 Segundo a hierarquia de Lévy, uma formula é X, Iy e Ao se possui somente
quantificadores limitados. De modo indutivo, uma formula é ¥,.1 se é da forma 3xp e @
é Il,,. Do mesmo modo, uma formula é 11,1 se € da forma Yzy e ¢ é X,. Dizemos que
uma propriedade é 3, se ela pode ser expressa por uma formula ¥, e, analogamente, uma

propriedade € I1,, se ela pode ser expressa por uma férmula IT,,.

Definigao 2.11 Uma formula ¢ € absoluta se, e somente se, para todo modelo transitivo M
e uma sequéncia de varidveis ay...a,, entao V E p(ay...a,) < M E p(ay...a,).

Lema 2.12 As formulas Ay sdo absolutas.

Resumo da Prova. Por inducio na complexidade de férmulas. Detalhes em (JECH, 2006,
p. 163). O

Lema 2.13 Qualquer enunciado Ao vdlido em ZF é construtivo sequndo PRC.

Prova. Seja A um enunciado A tal que ZF - A.
ZFC | VzAM?
ZFCF AH)
Como A é absoluta:

ZFCFEF A O
Lema 2.14 Qualquer enunciado I1; vdlido em ZF é construtivo sequndo PRC.

Prova. Seja A um enunciado da forma Vzp(z) tal que ZF - A.
ZFC +-VzAM®)
ZFC +Vz(Yop(x)))
ZFC + (Vop(z))H®)
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ZFC +Vz € L(2)p"?) ()

Como A é 11y, ¢ é A e, portanto, absoluta:
ZFCFVz € L(z)p(x)

ZFC ¢ Yzp(x)

ZFCHF A

0

Lema 2.15 Seja A um enunciado ¥,, da forma Jzp(z), vdlido em ZF. Se A é construtivo

sequndo PRC, entao ZFC prova que para qualquer z existe um z em L(z) tal que o(x) é

vdlido.

Prova. ZFC | VzAM?)
ZFC +Vz(3zp(x))= )
ZFC + (3wp(z))H?)
ZFC + 3z € L(2)p"?) ()
Como A é 3y, ¢ € Ag e, portanto, absoluta:

ZFCVF 3z € L(2)p(x)

O

Lema 2.16 Seja A um enunciado Iy, da forma Vx3yp(x,y) vilido em ZF. Se A é constru-

tivo sequndo PRC, entao ZFC prova que para qualquer z existe um x em L(2) tal que p(x)

¢ wvalido.

Prova. ZFC | VzA?)
ZFC +Vz(VzIye(z,y))H?
ZFC + (VoIyp(z,y))
ZFC FVz € L(2)3y € L(2)p™?) (z,y)
Como A é1ls, ¢ é Ay e, portanto, absoluta:
ZFCFVz € L(z)3y € L(z)p(z,y)
Instanciando o z como z:
ZFCHEVz e L(z)3y € L(2)¢(z,y)
Por defini¢ao de L, z € L(z), logo:
ZFCFVz3y € L(2)p(z,y)
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ZFCF Jy € L(2)p(z,y)
Renomeando z como z:
ZFCF 3y € L(z)p(z,y) O

O resultado ¢é similar ao que tivemos para Y, exceto por uma varidvel ligada em .
Quando o existencial y depende de um universal z em um enunciado construtivo, dizemos
que ¥y é construtivo em relacao a . Como foi dito anteriormente, chamamos esse conceito de

construtividade relativa. Essa andlise pode ser generalizada para toda a hierarquia de Lévy.

No capitulo seguinte, faremos uma analise mais aprofundada da abordagem PRC com
foco em ZFC.
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3 Analise das abordagens

Neste capitulo, analisaremos as abordagens descritas no capitulo anterior de maneira

mais aprofundada.

3.1 Analise da abordagem tradicional

A abordagem tradicional possui diversas vantagens, sendo que a principal delas é a

naturalidade da defini¢ao.

3.1.1 Andlise da abordagem tradicional e teoria de conjuntos classica

Veremos a seguir alguns resultados para a teoria de conjuntos. Comentamos no capi-
tulo anterior que a ideia de construtividade estda muito ligada ao axioma da extensionalidade
quando estamos no contexto da teoria de conjuntos. Quando falamos que uma propriedade
define unicamente um objeto, estamos falando que qualquer outro objeto que satisfaca aquela
propriedade sera igual ao primeiro e essa igualdade é definida pelo axioma da extensionali-

dade. O lema a seguir deixa essa conexao clara.

Lema 3.1 Todo teorema da forma Vi3yVz(z € y <> ¢(z,2)), onde y ndo é livre em @, é

construtivo.

Prova. Seja A um teorema da forma descrita acima. Para qualquer énupla de conjuntos z,
seja 1 igual a FyVz(z € y <> ¢(Z, 2)) e sejam dois conjuntos a e b tais que valem 1)(a) e 1(b),
onde 1(z) ¢ Vz(z € y +> ¢(Z, z)). Suponha que exista um ¢ € a, o que implica que ¢(z,c) e
¢ € b. Analogamente, se ¢ € b entdo ¢ € a. Por extensionalidade, a = b. Logo, o existencial

da sentenca caracteriza um conjunto unicamente. Portanto, A é construtivo. O

Corolario 3.2 Os azxiomas do par, unido, separac¢io e conjunto das partes utilizados neste

trabalho sao da forma do lema 3.1 e, portanto, sdo construtivos.
Lema 3.3 O azioma da substituicao é construivel em ZFC seqgundo a abordagem tradicional.

Prova. Suponha que o axioma da substitui¢io seja ndo construtivo. Entdo, para uma funcao

classe F' qualquer e um conjunto A qualquer, existem dois conjuntos a e b iguais a F'[A]. Pelo

27
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axioma da extensionalidade, existe um elemento ¢ em a que nao esta em b. Logo, existe um
elemento d em A, tal que F(d) = ¢. Como ¢ ¢ b, I’ nao é uma func¢do. Absurdo. Concluimos

que o axioma da substitui¢ao é construtivo. O

Também comentamos que demonstragoes da nao construtividade sao menos diretas,
pois devemos demonstrar que nenhuma propriedade @) define um objeto unicamente. Veremos
agora dois exemplos de axiomas nao construtivos em ZFC: o axioma da escolha e o axioma

da fundacao.
Lema 3.4 O azioma da escolha € nao construtivo em ZFC sequndo a abordagem tradicional.

Prova. Seja M um modelo que satisfaz ZFC. Tomamos uma ordem parcial P com dominio
em todas as fungoes de subconjuntos finitos de w em {0, 1}, e a ordem data pela inclusdo. P
produz uma no¢ao de forcing de Cohen e, como consequéncia, um modelo M[G] a partir de
um filtro genérico G. Esse modelo satisfaz duas propriedades: (i) L = HOD e (ii) existem
reais que nao estao em L. Considere o conjunto R’ de todos os reais que nao estdo L. Como
M E AC, M|G] E AC e existe a escolha de um elemento z de R'. Se AC' é construtivo, entao
existe uma propriedade @) que fixa unicamente z. A partir disso, concluimos que esse = € L.

Absurdo. Portanto, AC' é ndo construtivo.
O

Uma prova desse mesmo resultado para subconjuntos de R pode ser encontrada no
artigo (FEFERMAN;, 1964).

Lema 3.5 O azioma da fundagdo é nao construtivo em ZFC sequndo a abordagem tradicio-

nal.

Prova. Suponha que o axioma da fundacao seja construtivo em ZFC. Seja z o conjunto de
todas as boas ordens dos reais. Como o axioma da fundagao é construtivo, podemos definir
um conjunto y a partir de z. Esse conjunto y ¢ uma boa ordem definivel dos reais. Como
nao é possivel definir uma boa ordem em dos reais em ZFC, isso é um absurdo. Portanto, o

axioma da fundagao é nao construtivo. O

Veremos como fica a teoria de conjuntos ZFC como um todo.

Teorema 3.6 Todos os azxiomas de ZFC, exceto os axiomas da escolha e da fundagdo, sdo

construtivos sequndo a abordagem tradicional.

Prova. O axioma da extensionalidade ndo é uma sentenca existencial, portanto, é constru-

tivo.
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Os axiomas do par, unido, separac¢ao e conjunto das partes sao da forma do lema 3.1,

portanto, sao construtivos.
Pelo lema 3.3 o axioma da substitui¢ao é construtivo.

Além desses, provamos que o axioma do infinito é construtivo no lema 2.4 e que os

axiomas da escolha e da fundagdo sdo ndo construtivos nos lemas 3.4 e 3.4. O

Uma pergunta natural ao se estudar construtividade é: uma teoria com somente axi-
omas construtivos pode derivar teoremas nao construtivos? Por exemplo, ZF sem fundacao
possui teoremas nao construtivos? Em outras palavras, a construtividade nessa teoria é es-

tavel por deduc¢ao? Veremos que ndo, e essa é a principal critica a essa abordagem.

Teorema 3.7 Seja T uma extensio de T em uma mesma linguagem. Suponha que exista

ao menos um teorema ndo construtivo em T". Entdo T possui teoremas nao construtivos.

Prova. Suponha que 3zP(z) seja ndo construtivo em 7.

Seja P'(z) igual a JzP(x) — P(z). Podemos concluir, por uma regra da légica de

primeira ordem, que - JzP’(z). Em particular, 7'+ 3z P'(x).

Suponha que P’ seja construtivo em 7. Nesse caso, existe uma ) tal que T F
z(Q(x) A P'(x)). Isso implica 7" F lz(Q(x) A P'(x)). Porém, em 7", P'(z) e P(x) sdo
equivalentes. Logo P seria construtivo em 7", absurdo. [l

Isso significa que, se uma teoria tem teoremas nao construtivos, nao podemos tornar
ela construtiva ao retirar axiomas. Poderiamos pensar que, ao remover axiomas que julgamos
nao construtivos em ZFC, garantiriamos que todos os teoremas sdo construtivos, mas isso
nao é verdade. Mesmo que removamos todos os axiomas que julguemos nao construtivos, nao
obteriamos uma teoria construtiva. Isso ndao parece adequado. As consequéncias de férmulas
construtivas ndo sao necessariamente construtivas, e, portanto, a dedu¢do nao preserva a

construtividade.

Contudo, o problema ¢ ainda mais grave. Diferentes versoes dos axiomas podem ser
julgados de modos distintos na abordagem tradicional. Para mostrar isso, vamos analisar
uma formulagdo equivalente do axioma da extensionalidade. Se essa teoria for estdvel, es-
peramos que essa formulagdo seja construtiva, pois ZF sem fundacao prova essa formulacgao

trivialmente.

Defini¢ao 3.8 Formulagdo equivalente do axioma da extensionalidade:

VaVyle #y — 32z((z€x Nz ¢ y)V(z ¢z Az €y))
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Lema 3.9 A formulacio equivalente do axioma da extensionalidade 3.8 é ndo construtiva
em ZF.

Prova. Suponha que a formulagdo do axioma da extensionalidade seja construtiva. Seja x
um conjunto com todas as boas ordens dos reais e y o conjunto vazio. Como z # y e y = 0,
3z(z € z) é construtivo. Portanto, poderfamos caracterizar uma boa ordem dos reais, o que
¢é absurdo. O

Corolario 3.10 A formulagdo equivalente do axioma da extensionalidade 3.8 é nao constru-
tiva em ZFC.

Teorema 3.11 A definicao de construtivo na abordagem tradicional nao é estavel por equi-

valéncia logica em teorias cldssicas.

Prova. As duas formulac¢oes do axioma da extensionalidade apresentadas nas defini¢oes 1.2
e 3.8 sao logicamente equivalentes, entretanto a primeira é construtiva e a segunda é nao

construtiva. O

O fato de axiomas equivalentes serem construtivos e nao construtivos gera estranheza.
Esse resultado nos mostra que nao podemos falar de teorias construtivas na abordagem tradi-
cional, pois, mesmo que todos os axiomas de uma teoria sejam construtivos, também havera
teoremas nao construtivos. Além disso, para cada teoria com somente axiomas construti-
vos, existird outra teoria equivalente com axiomas nao construtivos. Portanto, a defini¢ao de

construtividade segundo a abordagem tradicional deve ser reformulada em teorias classicas.

3.1.2 Andlise da abordagem tradicional e teoria de conjuntos intuicionista

A seguir, vamos analisar a estabilidade légica da defini¢do de construtivo segundo a
abordagem intuicionista. Comegaremos com um uma linguagem mais simples, sem simbolos
de funcao, e a prova sera feita utilizando a semantica de Kripke para a légica intuicionista,

descrita na definicao 1.12.

Lema 3.12 Sejam w e w' mundos de um modelos de Kripke tal que wRw' e ¢ uma férmula.

Se vy, (@) =1 entdo vl (p) = 1.

Prova. Provaremos por indu¢ao na complexidade de férmulas. Para todos os casos, suponha

(@) =1 e wRW'.

Se ¢ é atOomica, entdo, por defini¢do, w' F ¢.
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Seja ¢ do tipo —). Suponha v/, (¢) = 0. Entdo, para algum w” tal que w'Rw", v} (y) =

1. Por transitividade dos mundos, wRw". Concluimos que v, (@) = 0. Absurdo.

Se ¢ é do tipo ¥V, entdo v, (1)) = 1 ou v,(0) = 1. Por hipétese de inducao, v/, (¢) = 1
(Vo) =1.

ou v,(#) = 1. Concluimos v/,

Se ¢ ¢é do tipo ¥ A @, entdo v, (1)) = 1 e v,,(8) = 1. Por hipétese de indugao, v/, (1)) = 1
e v,(0) = 1. Concluimos v], (1) A ) = 1.

"

Seja ¢ do tipo ¢ — 6. Suponha v] (¢) = 0. Entdo, para algum w” tal que w'Rw”,
vl () = 1 e vl (0) = 0. Por transitivdade dos mundos, wRw”. Concluimos que v,(¢) = 0.

w w

Absurdo.

Se ¢ é do tipo Jz1), entdo, para algum a € D, v,(¢,[k,]) = 1. Como D,, C D),
a € D), e, por hipétese de indugao, vl (1;[ks]) = 1. Concluimos v/, (Jzyp) = 1.

Se ¢ ¢ do tipo Vz1). Suponha v, () = 0. Entao, para algum mundo w” tal que w’' Rw”
e algum a € D!, v (1.[k,]) = 0. Por transitividade, wRw" e v,,(Vx1). Absurdo. O

Teorema 3.13 Em uma linguagem que ndio tem simbolos de funcio, se b Jzp(z), entdo

existe uma constante ¢ tal que -y ¢(c).

Resumo da Prova. Suponha que ; 3zp(x) e que, para toda constante ¢, exista um modelo
M, tal que M. ¥; ¢(c). Seja w, um mundo na base do modelo M... Entao construimos o modelo
M, adicionando um mundo w!, antes de w.. O mundo w,, serd w, restrito & interpretagio de
todas as constantes da linguagem, isto é, para cada constante k, w.(k) = w.(k) e D(w]) =
{w.(k) | k € L}. A interpretacao das relacoes em w/, serd precisamente a mesmas de w,
quando restrita ao dominio de w’. Além disso, ele acessa tanto w,. quanto todos os mundos
acessiveis a w.. Note que o novo modelo M/ serd um modelo intuicionista, pois tanto o
dominio quanto as relagoes do mundo adicionado sao restri¢oes dos dominios e relagoes dos

mundos que ele acessa.

A partir de todos os modelos M, podemos construir o modelo M* adicionando um
novo mundo w# que acessa todos os mundos w,, de todos os modelos M e todos os mundos
acessados por eles. Podemos fazer a correspondéncia dos objetos desses mundos pela inter-
pretacdo das constantes da linguagem. O dominio e as relagoes desse mundo serdao definidos
pela interse¢do de todos os dominios e relagoes de todos os w’,. Note que, também, o modelo
M ¢é intuicionista.

Por suposi¢ao, sabemos que F; dzp(z), entdo existe um objeto a € wx tal que Mx*
®(a). Como o dominio de w+ possui somente constantes, sabemos que existe uma constante

k tal que t-; (k). Pelo lema anterior, 3.12, sabemos que esse resultado deve ser vélido em
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todos 0s mundo acessiveis de w*. Portanto existe algum modelo M, definido anteriormente

tal que My E ¢(k), o que é uma contradicao. O

Tomando a mesma estratégia, podemos agora provar a estabilidade para uma légica

intuicionista qualquer.

Teorema 3.14 Em uma linguagem qualquer, se by 3xp(x), entao existe um termo fechado
t tal que Fp @(t).

Resumo da Prova. Seja ¢t um termo fechado qualquer, [t]- representa a classe de equi-
valéncia de todos os termos fechados tal que a linguagem prova a igualdade com ¢: [t]_ =

{u termo fechado |-, u = t}.

Suponha que F; 3zp(z) e que, para todo termo fechado ¢, exista um modelo M; tal
que M; ¥, ¢(t). Seja wy um mundo na base do modelo M,;. Entdo construimos o modelo
M, adicionando um mundo wj antes de w,. O mundo wj serd w, restrito a interpretacao de
todos os termos fechados da linguagem, isto é, para cada termo fechado u, wj(u) = wy(u) e
D(w;) = {wy(u) | v € L}. A interpretagao das relagoes em w, serd precisamente a mesma
de w; quando restrita ao dominio de wj. Além disso, ele acessa tanto w; quanto todos os
mundos acessiveis a wy. Note que o novo modelo M; serd um modelo intuicionista, pois tanto
o dominio quanto as relagées do mundo adicionado sao restri¢oes dos dominios e relagoes dos

mundos que ele acessa.

A partir de todos os modelos M/, podemos construir o modelo Mx* adicionando um
novo mundo w* que acessa todos os mundos w, de todos os modelos M; e todos os mun-
dos acessados por eles. A correspondéncia dos objetos nesse caso é mais complexa que no
caso anterior. Definimos o dominio de w* pela classes de equivaléncia de todos os termos
da linguagem, dito de outra forma, D(w*) = {[t]= | ¢ termo fechado }. Utilizando essa cor-
respondéncia, definimos as relacoes pela intersecao das relagoes de todos os wj. Note que,

também, o modelo Mx* é intuicionista.

Por suposi¢ao, sabemos que F; Jzp(z), entdo existe um objeto a € wx tal que Mx*
p(a). Como o dominio de w* possui somente objetos equivalentes a termos, sabemos que
existe um constante ¢ tal que F; ¢(t). Pelo lema anterior, 3.12, sabemos que esse resultado
deve ser valido em todos os mundo acessiveis de w*. Portanto existe algum modelo M; definido

anteriormente tal que M; F ¢(t), o que é uma contradigao. t

Corolario 3.15 A abordagem tradicional é estdvel por dedugao para logicas intuicionistas.
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Esse ultimo lema nos mostra que a légica intuicionista é estavel por deducao, entre-
tanto nao podemos concluir que qualquer teoria intuicionista é estavel. Veremos agora alguns
resultados conhecidos sobre teoria de conjuntos intuicionista que servirao de exemplos de

instabilidade logica do conceito de construtividade.
Lema 3.16 O azioma da escolha implica o terceiro excluido em IZF.

Prova. Seja ¢ uma férmula qualquer e assuma o axioma da escolha. Pelo axioma da sepa-

racao podemos definir os seguintes conjuntos:

A={ne{0,1}:n=0V(n=1Ap)}e
B={ne{0,1} :n=1V(n=0A¢)}.

Ambos A e B sao diferentes de vazio, pois 0 € A e 1 € B. Dito de outra forma: Vz €

{A,B}3n € {0,1}(n € z). Portanto, podemos aplicar o axioma da escolha para definir uma
fungao escolha F' : {A, B} + {0,1} tal que F'(A) € Ae F(B) € B.

Se 0 = 1 entdo, pelo axioma da extensionalidade, 0 € 0. Pelo axioma do vazio, temos
que 0 ¢ 0, logo 0 = 1 — 0 ¢ 0. Entao, 0 # 1. Portanto, temos que F'(A) = F(B) ou
F(A) # F(B).

Se F(A) = F(B), entao ¢, portanto, ¢ V .

Se F'(A) # F(B), suponha, por absurdo, que ¢. Pelo axioma da extensionalidade,
A = B, portanto, F'(A) = F(B), absurdo. Logo, -, portanto, ¢ V —.

Com isso, concluimos ¢ V —p. O
Lema 3.17 O azioma da escolha é nao construtivo sequndo a abordagem tradicional em IZF.

Prova. Pelo lema anterior, sabemos que a adi¢do do axioma da escolha a IZF resulta em
uma teoria cldssica. Como os axiomas de IZF sdo todos teoremas de ZF, entdao IZF + AC é
subteoria de ZFC. Sabemos pelo lema 3.4 que a AC nao é construtivo em ZF. Nao existe uma
formula @ tal que ZFC prova que existe e é inico um conjunto escolha x para um conjunto
dado que satisfaz Q. Logo, IZF + AC também nao prova a existéncia e unicidade do conjunto

escolha para nenhum Q. O
Lema 3.18 O azioma da fundagao implica o terceiro excluido em IZF.

Prova. Seja ¢ uma férmula qualquer e assuma o axioma da fundagao. Pelo axioma da

separacao podemos definir o seguinte conjunto:
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A={ye{0,1}:y=1V(y=0Ap)}.

Pela defini¢dao, sabemos que o niimero 1 pertence ao conjunto A. Por fundacao, temos que o

conjunto A tem um elemento minimo a. Como a € A, a =1 ou a = 0.
Sea=0ca€ A entaioa=1V (a=0Ap).

Se 0 = 1 entdo, pelo axioma da extensionalidade, 0 € 0. Pelo axioma do vazio, temos
que 0 ¢ 0, logo 0 =1 — 0 ¢ 0. Entdo, 0 # 1. Podemos concluir que (a = 0 A ¢) e, portanto,
pepVp.

Se a = 1, entdo 0 € a. Portanto, =(0 € A) porque a é o elemento e-minimal de A.
Entéo, pela definigdo de A, 2(0 =1V (0 =0A¢)), ~p e ¢V —p.

Com isso, concluimos ¢ V —. O

Lema 3.19 O azioma da fundag¢io € nao construtivo sequndo a abordagem tradicional em
IZF.

Prova. Pelo lema anterior, sabemos que a adicdo do axioma fundacdo a IZF resulta em
uma teoria classica. Logo, pelo mesmo argumento do lema 3.17, concluimos que o axioma da

fundacdo nao é construtivo em IZF. O

Teorema 3.20 A construtividade sequndo a abordagem tradicional é instdvel por dedugdo

para teorias baseadas em logicas intuicionistas.

Prova. Seja uma teoria T = I ZF + AC'. Segundo o lema 3.17, a teoria T" tem como teorema
o terceiro excluido. Portanto, ¢ uma teoria classica. Pelo lema 3.11, temos que T é instavel

por dedugao. O

Corolario 3.21 A construtividade sequndo a abordagem tradicional é instavel por equiva-

léncia logica para teorias baseadas em logicas intuicionistas.

O resultado acima nos mostra que uma teoria intuicionista se torna classica depen-
dendo dos axiomas escolhidos, e isso a torna instavel por equivaléncia logica. Esse fato nos
leva a seguinte questao: quais sao as condigdes para que uma teoria intuicionista seja estavel?
Dito de outra forma, existe algum axioma mais fraco que o terceiro excluido que torne a
construtividade instével? Por exemplo, existe um sentido defendido no artigo (CROSILLA,
2020) em que IZF nao atenderia todos os principios construtivos, ainda que a teoria nao fosse

capaz de provar o terceiro excluido.

Em vista disso, podemos fazer duas perguntas:
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Questao 3.22 A teoria IZF 1.8 é nao construtiva?
Questao 3.23 A teoria CZF 1.11 é construtiva?

Uma forma de nos aprofundarmos nessas questoes é utilizando a definicao da logica

de primeira ordem de uma teoria qualquer.

Definicao 3.24 A logica de primeira ordem de uma teoria T se consiste de todas as formulas
de primeira ordem para as quais todas as instancias de substituicdo uniforme de predicados

por formulas sao demonstraveis em T.

Com base nessa defini¢do, podemos nos perguntar qual a légica de primeira ordem
de 1ZF e CZF. As provas do lemas a seguir podem ser encontradas, respectivamente, em
(FRIEDMAN; S¢EDROV, 1986) e (PASSMANN, 2022).

Lema 3.25 A légica de primeira ordem de IZF é mais forte que a logica intuicionista de

primeira ordem.
Lema 3.26 A ldgica de primeira ordem de CZF é a ldgica intuicionista de primeira ordem.

Esses resultados nos apontam na dire¢ao de que IZF seria nao construtiva e CZF seria
construtiva. Entretanto, a segunda afirmacéo é falsa. As provas dos lemas a seguir podem ser
encontradas, respectivamente, em (FRIEDMAN; SEEDROV, 1985) e (SWAN, 2014).

Lema 3.27 IZF ndo possui a propriedade da existéncia.
Lema 3.28 CZF nao possui a propriedade da ezisténcia.

Concluimos essa se¢do com o resultado de que ambas teorias IZF e CZF sdo nao
construtivas. IZF nao ser construtiva era esperado, devido ao fato de sua légica de primeira
ordem ser mais forte do que a logica intuicionista. Porém, a ndo construtividade de CZF é
surpreendente: mesmo possuindo a logica intuicionista como sua légica de primeira ordem,

seus axiomas nao logicos carregam nao construtividade.
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3.2 Analise da abordagem de producao relativa de conjuntos

A abordagem de producao relativa de conjuntos (PRC) nos dé resultados mais robus-
tos, justamente por ser estavel por equivaléncia logica. Cabe ressaltar que essa estabilidade
nao ¢ somente valida no contexto logico, mas também no contexto de teorias. Isso a torna

mais robusta que a abordagem tradicional.

Lema 3.29 A construtividade na abordagem PRC, apresentada na defini¢io 2.9, é estdvel

por equivaléncia logica.

Prova. Suponha dois teoremas A e B tais que A <> B e A construtivo. Entao, pela defini¢ao
de construtivo, vale ZFC' F VzAM*) Seja a um conjunto qualquer. Com isso, sabemos que
vale ZFC + AM®)_ Pelo teorema da substituicdo de equivalentes, temos que ZFC + BY@).
Como a é um conjunto qualquer, sabemos que ZFC + VaB*® . Portanto, B é construtivo.
a

Isso permite a andlise de teorias como um todo e ndo somente de enunciados, o que

pode ser interessante do ponto de vista da fundamentacao e filosofia da matematica.

Definicao 3.30 Uma teoria é chamada de construtiva se, e somente se, todos os seus axio-

mas sao construtivos.

Com a definigdo acima, podemos analisar axiomatizagoes distintas da teoria de con-

juntos.
Lema 3.31 Para qualquer xz, L(x) é modelo de ZF.

Prova. A demonstragao de que L F ZF se encontra no (JECH, 2006, p. 176). Adaptaremos

a prova dos quatro primeiros axiomas a seguir.
Mostraremos que o”(z) é valida para todo axioma o de ZF. Como L(z) é uma classe
transitiva, toda formula A é absoluta para L(z). Isso significa que se uma férmula com todos

os quantificadores restritos a um conjunto ¢ vilida em ZF, entdo é valida em L(z).
Extensionalidade: Como L(x) é transitiva, vale o axioma da extensionalidade em L(z).

Par: Sejam a,b € L(z) e ¢ = {a,b}. Seja a tal que a,b € L(z),. Como ¢ = {z €
L(z)o|L(2)a E (x = aV z = b)}, entdo ¢ € L(z)44+1. Como (z = aV z = b) é uma férmula

Ay, vale o axioma do par em L(z).
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Separagao: Seja ¢ uma férmula. Dados X, p € L(z), devemos mostrar que Y = {u €
X|o"(x)(u,p)} estd em L(z). Pelo principio da reflexao aplicado a L(z),, existe um a tal que
X,p € L(z)y e Y = {u € X|p*@(u,p)}. Entio Y = {u € Lo(2)|La(z) F u € X A @(u,p).

Concluimos que Y € L(z) e que o axioma da separacio vale em L(z).

Unido: Sejam X € L(z) e Y =JX. Como L(x) é transitivo, temos que Y C L. Seja
a tal que X € Ly(x) e Y C Lo(x). Y é definivel sobre L,(z) pela formula Ay 2 € UX e,

portanto, Y € L(z). Como Y = X é Ay, o axioma da unido vale em L(z). O
Lema 3.32 ZF é uma teoria construtiva.

Prova. Seja A um axioma de ZF. Vimos no lema 3.31 que L(z) é modelo de ZF para todo
z. Portanto, pelo teorema da correcio para interpretacoes, se ZF b A, entdo ZF + Yz AY®),

Concluimos que A é construtiva. O
Lema 3.33 O axioma da escolha AC € nao construtivo sequndo a abordagem PRC.

Prova. Dado um V E ZF, considere o L em V. L satisfaz ZFC. Seja um filtro genérico G
que introduz um niimero contével de reais de Cohen, obtemos L[G]. E possivel, como vemos
em (JECH, 2006, p. 222), obter um conjunto A composto de conjuntos de subconjuntos de w
tal que HOD(A) ¥ AC (HOD(A) é o conjunto dos hereditariamente ordinal definiveis que
contém A). Nesse caso, A ¢ o préprio conjunto em HOD(A) que ndo possui um conjunto
escolha. Naturalmente, como L(A) C HOD(A) e A € L(A), entao também nao pode haver
uma fun¢ao escolha de A em L. Assim, provamos que existe um modelo L[G] de ZFC e
um elemento A de L[G] tal que AC ndo é valido em L(A). Com isso, obtemos que L|G] ¥
(AC™A). Pelo teorema da completude de primeira ordem, obtemos que ZFC ¥ Vz(ACH®)),
O

Corolario 3.34 ZFC é uma teoria ndao construtiva.

Prova. Sabemos que todos os axiomas de ZF sdo construtivos pelo lema 3.32 e que AC é

nao construtivo pelo lema 3.33. Portanto, ZFC é nao construtivo. [l

Uma, critica que pode ser feita a PRC é a complexidade e aparente arbitrariedade
de sua defini¢gao. Quanto & arbitrariedade, de fato, outros universos poderiam ser utilizados,
como, por exemplo, o universo dos hereditariamente definiveis (HOD). Entretanto, L nos ga-
rante a medida de construtividade mais forte possivel, ou seja, sentengas construtivas segundo

PRC continuariam a ser construtivas mesmo que qualquer outro universo fosse utilizado. Isso
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tem relacdo com o fato de L ser o menor modelo transitivo de ZF, o que serd mostrado no
capitulo seguinte. Quanto a complexidade, apresentaremos uma definigdo modelo-tedrica que

abstrai PRC.
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4 Relacoes entre as abordagens

Neste capitulo, faremos relagoes entre as abordagens definidas no capitulo 2 em dife-

rentes contextos logicos e tedricos.

4.1 Abordagem tradicional: teorias classicas em relacdo a teorias in-

tuicionistas

No capitulo 3, demonstramos resultados sobre teorias de conjuntos classicas e intuici-
onistas segundo a abordagem tradicional. Mostramos que os tnicos axiomas de ZFC que sao
nao construtivos segundo CT em suas formas usuais sdo os axiomas da escolha e da fundacao.
Mostramos também que, quando esses axiomas sdo adicionados a IZF, o terceiro excluido
passa a ser verdadeiro nessa nova teoria. Esses fatos sdo demonstrados nos lemas 3.4, 3.5,
3.16 e 3.16.

Vimos que o conceito de construtividade da abordagem tradicional é instéavel por
deducdo para a légica cldssica no lema 3.7. Ainda que avaliemos uma sentenca como cons-
trutiva, pode haver uma versao equivalente da sentenca que é nao construtiva. Isso acontece
até mesmo para axiomas que aparentemente nao dizem respeito a existéncia, como o axioma
da extensionalidade. Embora a versao quantificada universalmente da extensionalidade seja
construtiva, o seu equivalente existencial passaria a ser ndo construtivo. Portanto, ao admi-
tirmos a abordagem CT, concluimos que a construtividade é uma caracteristica das férmulas
de primeira ordem, em vez de uma caracteristica da proposi¢io expressa! pela férmula
de primeira ordem. Afinal, a proposicao expressa por uma férmula de primeira ordem é usu-
almente considerada estavel por equivaléncia logica. Essa instabilidade pode, naturalmente,
ser verificada no contexto tedrico, como vimos no lema 3.11. Ou seja, ainda que relativizemos
a andlise da construtividade de uma sentenga a uma teoria, havera sentencas que possuem

equivalentes avaliados de forma distinta em CT.

Vimos também que a légica intuicionista pode ajudar a evitar o problema da instabili-
dade da defini¢ao de construtividade. Para isso, no contexto légico, é removida a possibilidade
de provar um existencial sem que haja um termo que corresponda a esse existencial. Demons-
tramos esse fato com o lema 3.15. Desse modo, o intuicionismo tem uma clara vantagem em

relagdo a légica classica, caso adotemos a abordagem CT. Uma teoria intuicionista 7" poderia

1 Para os nossos propésitos, é suficiente considerar que a proposicio expressa é a classe de equivaléncia

logica de todas as sentencas logicamente equivalentes a proposicao.
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ser dita construtiva caso todos os seus axiomas sejam construtivos na abordagem CT. De
fato, todos os teoremas de 1" seriam construtivos segundo a abordagem CT. E, portanto, CT

é estavel por equivaléncia légica para teorias intuicionistas puramente construtivas.

Entretanto, no contexto tedrico intuicionista, os axiomas de uma teoria podem carre-
gar nao construtividade. Nesse caso, o fato de termos uma légica de base intuicionista nao
preservaria a analise da construtividade, como demonstramos no lema 3.20. Ou seja, exis-
tem teorias intuicionistas T para as quais uma propriedade ¢ é construtiva enquanto um
equivalente intuicionista ¢’ ndo é. Ainda que CT funcione para anélise de teorias totalmente
construtivas, nao funciona adequadamente para a andlise de sentencas construtivas de teorias
intuicionistas em geral. Tanto CZF quanto IZF sao exemplos de teorias cujos axiomas nao

l6gicos carregam nao construtividade, conforme os lemas 3.27 e 3.28.

4.2 Abordagem tradicional em relacao a abordagem PRC

7

De fato, as abordagens PRC e CT concordam em diversos casos. Por exemplo, todos
os axiomas de ZF, exceto fundacdo, sao avaliados como construtivos. Esses resultados sao
demonstrados nos lemas 3.6 e 3.32. A prova de que ambas abordagens concordam na avalia¢io

de nao construtividade do axioma da escolha ¢é realizada nos lemas 3.4 e 3.33.

Elas diferem quanto a avaliagiao do axioma da fundagio, lemas 3.5 e 3.32, e da formu-
lacao alternativa do axioma da extensionalidade. Isso ocorre porque a abordagem PRC exclui
modelos nédo transitivos da sua defini¢do: L(z) é construido a partir do conjunto z e de seu
fecho transitivo, portanto, L(z) é um modelo transitivo. Essa diferenga nao é fundamental,
nos parece possivel adaptar a definicio e manter as propriedades vistas anteriormente que
nao tem relagdo com a transitividade. Entretanto, existem diferencas fundamentais entre as

abordagens.

A PRC foi desenvolvida em contraposi¢io & CT com o intuito de corrigir a instabi-
lidade por equivaléncia logica do conceito de construtividade. Portanto, quando avaliamos
que uma sentenca ¢ construtiva em PRC, podemos, com efeito, dizer que a proposicao ex-
pressa pela sentenga é construtiva. Isso ¢ importante caso desejemos que o conceito de
construtividade nao seja simplesmente atribuido a forma, a escrita, de uma sentenca — mas
atribuido a seméntica expressa pelas sentencas. Demonstramos essa instabilidade no lema
3.7 e no lema 3.29. E como discutimos na se¢io anterior, a CT nio garante essa mesma
estabilidade — atribuindo construtividade a formulas em vez de proposi¢oes. Com isso, a
PRC corrige o problema que, por exemplo, foi apontado em relagao as versoes do axioma da

extensionalidade: qualquer versao do axioma sera construtiva de acordo com a abordagem

PRC.
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Apesar de corrigir diversos problemas apontados na abordagem tradicional, a abor-
dagem PRC torna o conceito de construtividade mais especifico (por exemplo, com relagio
a constru¢ao L em ZF) e perde a naturalidade da abordagem tradicional. Apresentaremos
uma defini¢do mais natural, que ndo depende diretamente do universo dos construtivos L da
teoria de conjuntos. Exploraremos essa definicdo modelo-tedrica e mais abstrata no capitulo
5.

A partir da andlise desenvolvida nesse capitulo, concluimos que a abordagem PRC
possui vantagens significativas em relacao a tradicional. Ainda assim, como discutido, as te-
orias intuicionistas podem nao ser completamente construtivas. E isso pode ocorrer mesmo
que nao seja valido, por exemplo, o terceiro excluido. Por isso, além de definirmos abstrata-
mente a abordagem PRC, estenderemos a abordagem de modo que seja possivel aplica-la as

teorias intuicionistas em geral (algo que nao é possivel para CT).
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5 Modelos minimais

A abordagem PRC define a construtividade somente para a teoria de conjuntos clas-
sica, mais especificamente, para ZFC. Neste capitulo, vamos propor uma defini¢do de cons-

trutividade muito proxima a PRC, mas que possa ser aplicada a teorias ndo classicas.

5.1 Abstraindo a abordagem PRC a partir de modelos minimais

Um conceito fundamental na definicao de construtividade segundo a abordagem PRC
é o universo dos conjuntos construtivos L. Tentar justificar seu uso na defini¢cdo nos parece
uma boa forma de tentar abstrair a definicio para outras teorias e logicas. Quando compa-
ramos um modelo M de ZF que satisfaz sentencas nao construtivas ao L(a), sendo a um

conjunto qualquer desse modelo, percebemos que M possui conjuntos que nao estao L(a).

Lema 5.1 Seja V E ZFC e a € V. Seja M um modelo transitivo que contém o fecho
transitivo de a, M E ZF + A com A ndo construtivo. Entao M 2 L(a).

Prova. A é ndo construtivo se, e somente se, ZFC I/ Yz A% Pelo teorema da completude,
existe V F ZFC tal que V F 32-AY®)_ Entdo existe a € V tal que A logo L(a) ¥ A. Seja
M E ZF + A e contém o fecho transitivo de a. Como L(a) é o menor modelo transitivo de ZF
que contém o fecho transitivo de a, entao M contém L(a). Como M e L(a) discordam sobre
A, M ¥# L(a). Logo, existem elementos em M que nao pertencem a L(a). Esses elementos
sao as testemunhas da nao construtividade A. O

Sabemos que certos modelos de ZF possuem conjuntos que nao estdo contidos em
L(a), o que nos leva a seguinte pergunta: L(a) ¢ o menor conjunto que satisfaz ZF e contém
a? De forma geral, a resposta é nao. Modelos nao transitivos ndo necessariamente possuem

todos os elementos de L(a).

Um exemplo pode nos ajudar a entender essa questao. Seja L' um modelo construido
a partir de L, pela substitui¢do de () por {#}. Seja L” um modelo construido a partir de L,
pela substitui¢ao de () por {{(}}. Ambos sao isomorfos e modelos de ZF, porém, um nao
contém o outro. Uma forma de uniformizar essas comparagoes entre modelos é por meio da
utilizacao de colapsos. Dado um modelo qualquer M de uma teoria 7', dizemos que T tem
colapso 7 se toda classe de modelos definiveis isomorfos em M é mapeado por 7 em um tnico

modelo de M. O teorema do colapso de Mostowski, 1.20, nos ajuda a comparar modelos como
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esses. Quando aplicamos o colapso aos dois modelos citados anteriormente, obtemos L. Essa
aplicacao nos da uma classe de modelos candnicos que nos permite a comparacao de modelos

distintos.

Proposta 5.2 Seja M um modelo de uma teoria classica T. M é modelo minimo de T se, e
somente se, M € transitivo e, para todo modelo N de T', M C w(N) para algum um colapso

.

Entretanto, nem toda teoria classica possui modelo minimo. Portanto, ela sé seria
aplicavel a uma parte das teorias de interesse. Podemos reformular essa defini¢do para nos

referirmos a modelos minimais e tornar esse conceito mais abrangente.

Proposta 5.3 Seja M um modelo de uma teoria cldassica T. M é modelo minimal de T se, e
somente se, M € transitivo e ndio existe um modelo N de T tal que 71(N) C M para qualquer

colapso .

Agora que possuimos uma proposta de definicdo de modelo minimal para uma teoria,
podemos pensar em modelos gerados a partir de conjuntos. A definicdo de construtividade
segundo PRC utiliza L(z), que é gerado a partir de um conjunto x e seu fecho transitivo.
Precisamos do fecho transitivo para garantir que o modelo gerado também o seja, fazendo
com que ele continue na classe de modelos candénicos que comentamos anteriormente. Ao
utilizarmos modelos minimais, nao precisamos nos preocupar com o fecho do conjunto pois a
defini¢do de minimal ji tem como premissa que o modelo é transitivo. Vamos, entao, abstrair

a defini¢do de construtivo da abordagem PRC, que chamaremos de APRC.

Defini¢ao 5.4 Seja T uma teoria cldssica e A um teorema de T. Seja M(x) um modelo
minimal de T que contém x. A é construtivo sequndo APRC se, e somente se, para todo a

em algum modelo de T e para todo M(a) vale M(a) F A.

A defini¢ao de construtividade PRC 2.9 assume que L é uma interpretacao. Modifica-
mos essa defini¢do para permitir que L(x) possa ser um modelo construido em uma metateoria
que nao é T'. No caso de T ser ZF, temos a conveniéncia de que o modelo minimo ¢é definivel
em ZF como uma interpretagido. Ainda mais, o modelo minimo em relagdo a qualquer fecho

transitivo é definivel. Porém, isso nao vale para todos os casos.

Definicao 5.5 Dado um modelo V' de ZFC, M é modelo interno se, e somente se, V E
VaVy((x € M Ay e x) -y € M e Ord™ = Ord".
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Lema 5.6 L ¢ modelo interno.

Resumo da Prova. L é transitivo e contém todos os ordinais. Uma prova completa pode
ser encontrada em (JECH, 2006, p. 187). O

Teorema 5.7 L ¢ modelo minimo de ZF.

Resumo da Prova. Vimos que L é modelo interno em 5.6. Resta demonstrar que ele esta

contido em qualquer outro modelo interno.

Seja M um modelo interno qualquer e LM a classe de todos os conjuntos construtiveis

em M. Provaremos que LM = L.

Provaremos que L, = LY para todo . Suponha que exista um menor « tal que

Lo # LY. Se a ¢ limite, entao LY ¢ U Lj. Por hipétese, Lg = L} para todo 8 < «. Logo,
B<a
Lo = LM, pois a formula 2 = Uy é Ay. Absurdo. Por outro lado, se & é um « + 1, entdo

L, =L} ea € Def(L,). Logo, existe uma defini¢io ¢(z, b) de a tal que z € a <> ¢™(z,b).!
Como ¢Y(z,z) é uma féormula Ay e b, L, € M, entao @™ (z,b) <> (p*(z,b))™. Portanto,
a € (Def(LY)™ e a € LY. Absurdo. Concluimos que LM = L.

Como IM =L, L. C M. O

Corolario 5.8 Para ZFC, as defini¢oes 2.9 e 5.4 sdo equivalentes. Ou seja, A é construtivo

na abordagem PRC se, e somente se, A é construtivo na abordagem APRC.

Algo importante de se verificar é em quais casos a defini¢do abstrata é mais fraca que
a definigdo mais especifica. Ou seja, deveriamos encontrar teorias para as quais o modelo
minimo existe, mas nao ¢ definivel. Isso é importante para estabelecermos uma distin¢ao

robusta entre essas duas defini¢oes.

Questao 5.9 Fzxiste uma teoria cldssica T tal que ela tem modelo minimo M e existe um

modelo de T no qual M ndo é definivel?

Caso a resposta a essa pergunta seja positiva, e parece ser o caso que sim, as defini¢oes
nao seriam equivalentes. Especificamente, a definicaio PRC implica a definicio APRC, uma

vez que PRC é um caso particular de APRC. Porém, a implica¢ao contraria nao valeria.

1 A existéncia da férmula ¢ é dada por um nimero da férmula de Godel e o tratamento dela é feito pelo

predicado de satisfa¢io para conjuntos transitivos. Para detalhes sobre a construgao, ver (JECH, 2006, p.
175-200).
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5.2 Modelos minimais no contexto da semantica de Kripke

Agora que possuimos uma defini¢do de construtividade para qualquer teoria classica,
podemos pensar em como adaptar essa defini¢gao para teorias intuicionistas. Antes de fazé-lo,

precisamos pensar em uma defini¢do para modelos minimais que seja diferente da cldssica.

Vimos anteriormente que cada mundo da semantica de Kripke é um modelo classico.
Portanto, podemos tentar definir algum colapso para torna-los comparaveis. Além disso,
sabemos que os dominios de mundos acessiveis s6 se expandem. Podemos definir um mundo
limite, que é a unido de um ramo da ordem parcial de mundos. Esse mundo pode servir de

parametro para usarmos o colapso do modelo classico.

Proposta 5.10 Seja K um modelo de Kripke para uma teoria intuicionista T (sem simbolos

de fungoes). w* é chamado de mundo limite de K se, e somente se,

1. eziste uma sequéncia de mundos S : A — W tal que todo m ¢ tal que S(n)RS(m) para

todo n < m;
2. Dy = U Dsg;
1EXN

3. Seja P uma relagio em T, Py = U Psiy;

PEN

4. Seja ¢ uma constante de T, ¢+ = ¢, para algum w da sequéncia.
Munidos dessa proposta de defini¢do, podemos definir um modelo minimal de Kripke:

Proposta 5.11 Seja K um modelo de uma teoria intuicionista T. M ¢é modelo minimal de
T se, e somente se, M contém um inico mundo limite e nao existe um modelo N de T' com

um mundo limite wy tal que m(wx) € wyr para qualquer colapso .

Com essa proposta de defini¢do de modelos minimais intuicionistas, podemos genera-

lizar APRC 5.4 e definir a abordagem de modelos minimais (MM):

Proposta 5.12 Seja T uma teoria e A um teorema de T'. Seja M (x) um modelo minimal

de T que contém x. A é construtivo sequndo MM se, e somente se, para todo a em algum
modelo de T e para todo M(a) vale M(a) F A.
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6 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos trés abordagens da construtividade matematica e ana-

lisamos a sua aplicagio a teorias de conjuntos classicas e intuicionistas.

Pela falta de uma referéncia padrao para a abordagem tradicional (CT), elaboramos
uma defini¢cdo com base no uso do termo construtividade no contexto da pratica matematica.
Ao aplicar essa defini¢gdo a teoria de conjuntos classica ZFC, observamos que dois de seus
axiomas nao logicos sdo ndo construtivos: o axioma da fundagdo e o axioma da escolha.
Além disso, demonstramos que sentengas equivalentes podem ter avaliacao de construtividade
distintas, o que torna a abordagem inadequada para a andlise da construtividade. Isso é o
que chamamos de o problema da instabilidade por equivaléncia l6gica para uma defini¢ao de

construtividade.

A mesma abordagem foi utilizada em relagao a construtividade de teorias intuici-
onistas. Como esperado, todos os teoremas da légica intuicionista de primeira ordem sao
construtivos segundo CT. Entretanto, na presenca de axiomas nao construtivos, o problema
da instabilidade por equivaléncia logica volta a acontecer. A adigao de AC a teoria intuicio-
nista IZF tem como consequéncia os axiomas da logica classica. Portanto, na presenca dessa
teoria, enquanto a versao padrao do axioma da extensionalidade é construtiva em CT, uma
versdo equivalente é ndo construtiva. Além disso, tanto IZF quanto CZF possuem senten-
¢as nao construtivas segundo CT. Concluimos que a abordagem é inadequada também para

teorias de conjuntos intuicionistas.

Chamamos a abordagem da construtividade proposta por Rodrigo Freire em On Exis-
tence in Set Theory de abordagem da producao relativa de conjuntos (PRC). Usando essa
abordagem, vimos que todos os axiomas de ZF sdo construtivos e o axioma da escolha é nao
construtivo. Mostramos que, diferentemente de CT, PRC possui estabilidade por equivalén-
cia légica e, por isso, é adequada para andlise da construtividade de sentencas para teorias
classicas. Entretanto, sua definicdo depende do universo construtivel L que é definido em

ZFC. Isso a torna inadequada para a avaliacdo de teorias baseadas em légicas intuicionistas.

Para contornar essa limitagao, propusemos adaptar PRC para teorias intuicionistas.
Por meio da utilizacdo de modelos de Kripke, definimos a abordagem de modelos minimais
(MM). Em vez de utilizarmos o universo construtivel L diretamente, nos utilizamos da pro-
priedade de que L é modelo minimo de ZFC. Definimos o que é um modelo minimal na
semantica de Kripke para que a abordagem possa ser utilizada em teorias baseadas em 16gi-

cas intuicionistas.

46

about:blank

22/11/2022 14:38



Firefox

48 of 51

CAPITULO 6. CONCLUSAO 47

Por fim, pode ser objeto de futuros trabalhos uma andlise mais aprofundada das teorias
de conjuntos intuicionistas a partir de MM. Nao sabemos se MM possui estabilidade por
equivaléncia logica. Além disso, nao demonstramos que teorias as IZF e CZF sdo construtivas
segundo MM. Acreditamos que essas sao questdes importantes que devem ser resolvidas com

um estudo aprofundado de MM.

about:blank

22/11/2022 14:38



Firefox

49 of 51

about:blank

Referencias

BERKSON, W. The formal and the informal. PSA: Proceedings of the Biennial Meeting of
the Philosophy of Science Association, [University of Chicago Press, Springer, Philosophy
of Science Association], v. 1978, p. 297 308, 1978. ISSN 02708647. Disponivel em:
<http://www.jstor.org/stable/192474>. Citado na pagina 10.

BROUWER, L. On the significance of the principle of excluded middle in mathematics,
especially in function theory (1923). Reprint in: van Heijenoort, 1999. Citado na pégina 7.

BROUWER, L. E. J. Intuitionistic reflections on formalism. originally published in, p.
490492, 1927. Citado na pagina 10.

CROSILLA, L. Set Theory: Constructive and Intuitionistic ZF. In: ZALTA, E. N. (Ed.).
The Stanford Encyclopedia of Philosophy. Summer 2020. [S.L.]: Metaphysics Research Lab,
Stanford University, 2020. Citado 4 vezes nas paginas 8, 10, 13 e 34.

FEFERMAN, S. Some applications of the notions of forcing and generic sets. Fundamenta
mathematicae, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, v. 56, p. 325 345, 1964.
Citado na pagina 28.

FRAENKEL YEHOSHUA BAR-HILLEL, A. L. A. A. Foundations of Set Theory. [S.1]:
North-Holland, 1973. (Studies in Logic and the Foundations of Mathematics). Citado na
pagina 18.

FREIRE, A. R. Estudo comparado do comprometimento ontolégico das teorias de classes e
conjuntos. Tese (Doutorado) Departamento de Filosofia da Universidade de Campinas,
Campinas, 3 2019. An optional note. Citado na pagina 15.

FREIRE, A. R.; FREIRE, R. D. A. The ontological import of adding proper classes.
Manuscrito, SciELO Brasil, v. 42, p. 85 112, 2019. Citado na péagina 15.

FREIRE, A. R.; HAMKINS, J. D. Bi-interpretation in weak set theories. The Journal of
Symbolic Logic, Cambridge University Press, p. 1 25, 2020. Citado na pagina 15.

FREIRE, R. On existence in set theory. Notre Dame Journal of Formal Logic, v. 53, n. 4,
2012. Citado 2 vezes nas paginas 8 e 23.

FREIRE, R. In what ways is ZF (without Choice) "somewhat constructive'. 2018.
MathOverflow. URL:https://mathoverflow.net/q/297759 (version: 2018-04-13). Disponivel
em: <https://mathoverflow.net/q/297759>. Citado na pagina 8.

FREIRE, R. Tépicos em Légica de Primeira Ordem. [S.1.]: Logica no Aviao, 2019. 99 p.
(Série L). Citado na pégina 8.

FREIRE, R. What are some further examples of proper class models of ZF
that are contained in their own 'self-relativization"? 2020. MathOverflow.

48

22/11/2022 14:38



Firefox

50 of 51

about:blank

REFERENCIAS 49

URL:https://mathoverflow.net /q/369960 (version: 2020-08-23). Disponivel em:
<https://mathoverflow.net/q/369960>. Citado na pagina 8.

FRIEDMAN, H. M.; SCEDROV, A. The lack of definable witnesses and provably recursive
functions in intuitionistic set theories. Advances in Mathematics, v. 57, n. 1, p. 113,
1985. ISSN 0001-8708. Disponivel em: <https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
0001870885901033>. Citado na pagina 35.

FRIEDMAN, H. M.; S(EDROV, A. On the quantificational logic of intuitionistic set theory.
Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, Cambridge University
Press, v. 99, n. 1, p. 510, 1986. Citado na pagina 35.

HAMKINS, J. D. Non-constructive existence proofs without AC? 2013. MathOverflow.
URL:https://mathoverflow.net/q/123612 (version: 2013-03-20). Disponivel em: <https:
//mathoverflow.net/q/123612>. Citado na pégina 8.

JECH, T. Set theory. [S.L]: Springer, 2006. (Springer Monographs in Mathematics). Citado
7 vezes nas paginas 8, 15, 16, 24, 36, 37 e 44.

LEVY, A. Basic Set Theory. Dover Publications, 2002. (Basic set theory, v. 13). ISBN
9780486420790. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=TCIX3qis9pUC=>.
Citado na pagina 8.

LEWIS, D. W. David hilbert and the theory of algebraic invariants. Irish Math. Soc. Bull,
v. 33, p. 42 54, 1994. Citado na pagina 7.

PASSMANN, R. The first-order logic of czf is intuitionistic first-order logic. The Journal of
Symbolic Logic, Cambridge University Press, p. 1 23, 2022. Citado na pagina 35.

PERDRY, H. Strongly noetherian rings and constructive ideal theory. Journal of
Symbolic Computation, v. 37, n. 4, p. 511 535, 2004. ISSN 0747-7171. Disponivel em:
<https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0747717103001226>. Citado na
pagina 7.

POSY, C. J. Brouwer’s constructivism. Synthese, Springer, v. 27, n. 1/2, p. 125 159,
1974. ISSN 00397857, 15730964. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/20114910>.
Citado na pagina 10.

PRIEST, G. An Introduction to Non-Classical Logic - From If to Is. [S.l.]: Cambridge
University Press, 2008. (Cambridge Introductions to Philosophy). Citado 2 vezes nas
paginas 8 e 13.

SHOENFIELD, J. R. Mathematical Logic. [S.1.]: Addison Wesley Publishing Company, 1967.
Citado 2 vezes nas paginas 15 e 16.
SILVA, J. J. da. Filosofias da matemdtica. [S.l.]: Unesp, 2007. Citado na pégina 7.

SWAN, A. W. Czf does not have the existence property. Annals of Pure and
Applied Logic, v. 165, n. 5, p. 11151147, 2014. ISSN 0168-0072. Disponivel em:
<https://www.sciencedirect.com /science/article/pii/S016800721400013X>. Citado na
pagina 35.

22/11/2022 14:38



Firefox about:blank

REFERENCIAS 50

TROELSTRA, D. v. D. A. S. Constructivism in Mathematics - An Introduction. Volume
1 e 2. [S.1]: Elsevier, Academic Press, 1973. (Studies in Logic and the Foundations of
Mathematics). Citado na pagina 10.

51 of 51 22/11/2022 14:38



